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Exercice 1. Soit A € .#,,(K) une matrice diagonalisable. Trouver P € K[X]
non-nul tel que P(A) = 0.

Exercice 2. Soient P,Q € K[X] deux polynémes qui sont premiers entre eux.
Existe-t-il A € 4, (K) telle que P(A) = Q(A) =07

A1 0 0
Exercice 3. Soient n > 1 et A € K. On définit J,,(A) =

0 1

0 . 0 A

Trouver un polynéme P € K[X] non-nul tel que P(J,(\)) = 0.
e Soit @ € K[X]. Exprimer Q(J,())) en fonction de N = J,,(A) — AL,.

Exercice 4. Soit 0 € S,,. Soit A, € #,(K) la matrice de permutation associée
ao: AU = (61)0.(j))

On écrit 0 = ¢ - ...c, la décomposition de o en produit de cycles a support
disjoint.

Trouver deux polynémes P tels que P(A,) = 0.

Que peut-on dire sur le spectre de A, 7

Exercice 5. Soit A € .#,(K). Soit P € K[X] tel que P(A) = 0.
On suppose que P(0) # 0. Montrer que A € Gl,,(K) et calculer A~!.
Exercice 6. Soit F un K-e.v. de dimension n, et u € L(E).

1. Montrer que 'on a u nilpotent si et seulement si pour tout x € E il existe
k> 1 tel que u*(z) = 0.

2. On suppose que x,(X) = X™.
Montrer que u est nilpotent.

3. On suppose que x,(X) = X™. Montrer que x,(u) = u™ = 0.

Exercice 7. Soient A € GL,(C), et B € M,,(C) nilpotente d’indice p.
1. Montrer que I,, — B est inversible et exprimer son inverse.
2. Montrer que I, + A~ BA est inversible et exprimer son inverse.

3. On pose
H={I,+ P(B)/P € C[X],P(0) =0}

Montrer que H est un sous-groupe commutatif de (GL,,(C), x)

Exercice 8. Soit F un ev de dimension n et soit u € L(E). Soit B = (v1,...,v,)
une base de F.

On pose F; = S, (v;) et P;(X) = pup, (X).

e Montrer que l'on a , = ppem(Py, ..., Py).

e Soit 0 € S,,. On pose A, la matrice de permutation associée a o.

On écrit 0 = ¢1 0...0 ¢, la décomposition de o en cycles a supports disjoints.
Déterminer p4, .

Montrer que pour K = C, ce polyndéme est a racines simples.

Exercice 9. 1. Soit A € ., (K) diagonalisable. Déterminer (4.

1 0o ... 0 1
1 1 ... 0 1
2. Soit B =
1 0 ... 1 1
1 0 0 1

La matrice B est-elle diagonalisable ?
Déterminer pp. (Indication : Poser C' = B — 1)

3 7T =3
Exercice 10. Soit A= -2 -5 2 | € .#3(R).
-4 —-10 3

Déterminer p14.
Montrer que pour toute suite récurrente (X,,), € (]R”)N qui vérifie X,,41 =
AX,, la suite (X,), est bornée.



Exercice 11. Soient n > 1 et A € K. On définit J,(A) =

A1 0 ... 0
0 1
0 ... 0 A

Déterminer fi, (x)-

Exercice 12. Soit n > 1 et u € L(R,,[X]) avec u(P)(X) = P(X +1).
e Déterminer y,,. (On pourra étudier v = u — Id).
e On se place maintenant sur (Z/22)5[X], avec v(P(X)) = P(X +1).

Déterminer .

Exercice 13. 1. Soit M = Diag (4,4, ...
avec A; € M, (K).
Déterminer ppr(X).
A C
0 B
Montrer que l'on a ppem(ua, pg) | s et par | xaxs.
Puis, montrer que 'on a pps | paps.

Ay (*)

, A;) une matrice diagonale par blocs,

2. Soit M = avec A € M, (K) et B € #,,(K).

3. Soit M = une matrice triangulaire supérieure par blocs,

0 4
avec A; € #,,(K).
Montrer que Pon a pps | IIT_; g, .
Ces deux polyndmes sont-ils toujours égaux / toujours distincts ?

Exercice 14. Soit E un K-ev de dimension n, et soit u € L(E). On suppose
qu’il existe x € E tel que (z,u(x),...,u""(z)) soit une base de E.
Soit v € L(F) qui commute avec u. Montrer que v est un polynéme en w.
Déterminer la dimension de Com(u) = {w € L(E) tels que wu = vw}.
Exercice 15. Soit F un e.v. de dimension n. Soit u € L(E).

1. Enoncer 3 propriétés du polynéme caractéristique.

2. Enoncer 3 propriétés du polyndéme minimal.

3. Enoncer 2 propriétés des sous-espaces propres.

4. Enoncer le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux. Pour
quels polynomes P le lemme des noyaux est-il intéressant ?

5. Soient A € K et m > 1 tels que F = Ker((u — AMdg)™) # {0}. Que
peut-on dire sur ug ?

Exercice 16. Soit E un K-ev de dimension n, et u € L(F).

e On suppose que i, n’est pas scindé ou n’est pas a racines simples.
L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Donner un exemple. ® On suppose que p,, est scindé.

Pour Spec(u) = {A1,..., A}, on pose F; = Ker((u — M\Idg)").

On note r; la multiplicité de (X — A;) dans p,,. Donner une expression de F;
avec 1.

Quel est le polynéme minimal de ug, ?

e On suppose que p,, est scindé a racines simples.

Que vaut i, ? L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

e On suppose que X, est scindé a racines simples.

Que vaut fu, ?

Exercice 17. Soit E un ev de dimension m. Soient d, s € L(E). On suppose
que s est nilpotent.

1. On prend d = M dg. Montrer que l'on a ds = sd, puis que xg = Xd+s- (On
pourra se servir de xs(X))

2. On suppose ds = sd. Pour Spec(d) = {A1,..., A}, on pose F; = Ker(d —
Aildg). Quelles sont les valeurs de Xdr, €0 Xdp, +sr, ?

3. On suppose d diagonalisable et ds = sd. Montrer que l'on a xg = Xd+s-

4. Est-ce encore vrai si ds # sd? (Si oui, le montrer. Si non, trouver un
contre-exemple.)

Exercice 18. Soit E un ev de dimension n. Soit v € L(E).
1. On suppose qu'il existe = € E tel que S, (z) = E. Que peut-on dire sur
Ly 7
2. On suppose que u est diagonalisable avec n valeurs propres distinctes
Aly-eey Ane
Montrer qu'il existe x € E tel que E = S, ().

Exercice 19. Soit E un ev de dimension n. Soit P € K[X]. Soit g € L(F) un
endomorphisme nilpotent.



1. Déterminer x p(g).
2. Soit A € K. Montrer que X p(ardz+q) = (X — P(A))".
3. Soit u € L(E) tel que x,, est scindé. On pose Spec(u) = {A1,..., A}
Déterminer x p(,). (On pourra utiliser F; = Ker((u — \iIdg)™=(*)).)
Exercice 20. Soit F un R-ev de dimension n. Soit f € L(F) tel que Spec(f) =
{M, . At
1. Donner la valeur de pf. Appliquer le lemme des noyaux a py et f.
2. On suppose qu'il existe g € L(F) tel que g> = f. Montrer que f et g
commutent.
3. En déduire que les vecteurs propres de f sont aussi des vecteurs propres
de g.
4. Combien y a-t-il alors d’endomorphismes h € L(E) tels que h? = f?

Exercice 21. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et v € L(F) tel
que les espaces Ker(u o (u — Id)) et Ker(u o (u + Id)) soient supplémentaires.
Montrer que u est une symétrie vectorielle.

Exercice 22. 1. Soit u € L(E). Soit E = F; @...® F, une décomposition en
somme directe de F/, avec F; des sous-espaces stables par u.
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si les endomorphismes
induits up, sont diagonalisables.

2. Soit A € .#,,(C). On suppose que A? est diagonalisable.

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A4) = Ker(A?).

(On pourra utiliser la premieére question)

3. Trouver un contre-exemple dans ., (R).

4. Soit k > 2. Montrer que Ker(A*) = Ker(A) si et seulement si Ker(A) =
Ker(A?).

5. On suppose maintenant qu’il existe k > 2 tel que A* est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A?2).

Exercice 23. Soit E un ev de dimension n. Soit u € L(E). Pour Spec(u) =
{1, A}, On éerit x, (X) = T, (X — \)™= ) Q(X), avec Q un polynéme
sans racines.
1. Pour K = C, que vaut Q(X)?
Si u est diagonalisable, que vaut Q(X)?

2. On pose F; = Ker((u — )\,L-IdE)mu()\i)).
Montrer que ’endomorphisme induit up, est de la forme :

up, = \iIdp, + n;, avec n; nilpotent.

3. On note r(n;) I'indice de nilpotence de n;. Quel autre nombre entier est
égal A r(n;)?

4. On suppose que Q(X) = 1. Montrer alors que u = d + m, avec d endomor-
phisme diagonalisable et m endomorphisme nilpotent, dm = md, et d,m
des polynomes en u. (On pourra commencer par trouver des polynémes
en u qui conviennent. )

Exercice 24. (*) Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n.

1. On suppose qu’il existe un polynome P € R[X] de degré au moins égal &
1 et vérifiant P(0) =1 et AB = P(A).
Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

2. Si A est nilpotente et qu’il existe P € R[X] tel que P(0) = 1 et B =
AP(A).
Montrer qu’il existe @ € R[X] tel que Q(0) # 0 et A = BQ(B). (On
pourra exprimer B, B2, ... en fonction de A, A?,...)

Exercice 25. 1. Soient E un ev de dim n, et v € L(FE) un endomorphisme
nilpotent.
Montrer que I'on a dim(Ker(u*)) > k, pour tout 1 < k < n.

2. Soit v € L(E). Soit Spec(v) = {A1,..., A}
On suppose que pour un 1 < i <r, on a dim(Ker(v — \;Id)) > 1.
Montrer que p, est un diviseur strict de x,,.

3. Donner un exemple a 2) dans .Z3(R).

Exercice 26. 1. Soit B € .4, (K). A quel autre entier est égal dim(K[B])?
2. Pour A\ € Spec(B), on écrit up(X) = (X — A\)*Q(X), avec Q(A) # 0.
A quel autre entier est égal dim(Ker((B — \,,)*))?
3. Peut-on avoir dim(Ker((B — A\I,,)*)) > dim(K[B]) ?
4. Soit P € C[X] de degré > 1. Soit n > deg(P). Existe-t-il A € #,(C) telle
que pyg = P7?
A-t-on le méme résultat pour un corps K quelconque ?



Exercice 27. Soient A, B, M € M, (C) telles que AM = M B, avec M # O.
1. Montrer que pour tout P € C[X], on a P(A)M = MP(B).

2. Montrer que A et B ont une valeur propre en commun.

Exercice 28. Soient F un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomor-
phisme de E vérifiant
f4 _ f2
On suppose que 1 et —1 sont valeurs propres de f.
Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 29. Soit A € M, (R) telle que A3 — A? + A— 1= 0.
A est-elle diagonalisable 7 trigonalisable 7
Montrer que det(A4) = 1.

Exercice 30. Soient F un K-e.v. et v un endomorphisme sur E. On suppose qu’il
existe deux polynémes P, Q € K[X] premiers entre eux tels que (PQ)(u) = 0.
Montrer que ’'on a

Ker P(u) @ Im P(u) = E.

Indice : Bézout.

Exercice 31. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables, trigonalisables.
Si oui, donner leur forme diagonale/triangulaire/de Dunford / de Jordan.

1 3 0 11 1 1 5 -3 L ... 1
A=[3 -2 —1],B=[0 1 1|,c=|0 2 o],D=|: :
0 -1 1 00 1 00 2 11

Exercice 32. Soit A € #,(K) une matrice triangulaire supérieure, avec
Y1,---,Yn € K sur sa diagonale.
1. Montrer que A est trigonalisable.
2. Siy; =7 =...=",, montrer que la décomposition de Dunford de A est
A= ’YIIn + (A - ’Ylln)
3. On suppose que les v; ne sont pas tous égaux. On suppose que A est
diagonalisable.
Quelle est la décomposition de Dunford de A?
Donner un exemple.

4. On suppose que les 7; ne sont pas tous égaux.
Donner un exemple de matrice A, non diagonalisable, ol la décomposition
de Dunford de A n’est pas A = Diag(y1,...,Vn) + (A — Diag(y1,- -, n)-
Exercice 33. Soit A € .#,,(K). On suppose que A est trigonalisable.
1. Montrer que A est trigonalisable.
2. On suppose A inversible. Montrer que A~! est trigonalisable.

3. Soit € K[X]. Montrer que Q(A) est trigonalisable.
Calculer xa)(X) en fonction des valeurs propres A; de A.
Déterminer Spec(Q(A)).

Exercice 34. (*) Résoudre dans C*°(R,C) les EDL :
Ly (2) — 2/(2) = —y(a)
2. ¥ (x) =3y (x) + 2y(x) = 44
3.y (z) +y(x) = 22
1. 4 (@) = y()

Exercice 35. Soit la matrice

a=(% )

1. Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable dans .4, (K). Est-elle
trigonalisable ?
Si oui, donner sa forme triangulaire supérieure et sa décomposition de
Dunford.

2. Calculer A™, pour tout n > 0.
Exercice 36. Trouver dans C les suites récurrentes linéaires solutions des
équations suivantes :

1. Up42 = Upt1 + Up

2. Upto — 3Upy1 +2u, =1

3. Upt2 +Up =20
Résoudre aussi cette équation dans R

4. Upgm = Uy



Exercice 37. Déterminer l’ensemble des nombres réels a tels que A =
2 1 -2
1 a —1| n’est pas diagonalisable.
11 -1

Exercice 38. Soit A € M,,(C). On suppose qu’il existe p € N* tel que AP = 0.
1. Montrer que A™ = 0.
2. Calculer det (A + I,).

3. Soit M € M,,(C) tel que AM = MA.
Calculer det(A + M). (On pourra commencer par le cas ot M € GL,(C))

4. Le résultat est-il encore vrai si M ne commute pas avec A?

Exercice 39. Soient A1, Ay € K non-nuls et distincts.

On pose M = Diag(J1(0), J2(0), J3(A1), J2(A2), J2(A2)), une matrice diagonale
par blocs.

On rappelle que les J.(A\) = AI. + N, sont des blocs de Jordan. On pose
(e1,...,e10) la base canonique de K*°.

e Déterminer y ;.

e Déterminer puyy.

e Pour chaque A\ € Spec(M), déterminer Ker(M — Ayo).

e On prend maintenant K = C. Soit P € K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — \)? et celui de la
div. eucl. par (X — X\)3. (On pourra utiliser la formule de Taylor)

e Calculer P(M) en fonction des matrices nilpotentes Na, N3 (matrices de
taille 2 et de taille 3 ).

Exercice 40. On se place sur R[X].
1. Montrer que (P | Q) = P(0)Q(0) + fol P'(t)Q'(t)dt est un produit scalaire
sur R[X].
2. Calculer (X? | X?) pour tous p,q > 0.

3. Soient F' le sous-ev des polynomes constants et G ’ensemble des polynomes
P admettant 0 pour racine.
Montrer que les sous-espaces vectoriels F' et G sont orthogonaux.

4. Obtenir & partir de la famille (1, X, X2, X3) une base orthonormée de
R3[X].

Exercice 41. e Montrer que les matrices suivantes sont trigonalisables dans R :

2 -1 -1 1 0 0
A= 2 1 =2 et B=| 0 0 -1
3 -1 =2 01 2

e Calculer leur polynéme minimal, et déterminer leur forme de Jordan.

e Déterminer la décomposition de Dunford de B, B = D 4+ N. Combien vaut
I'indice de nilpotence de N ?7

e Calculer B™, pour tout m > 0.

Exercice 42. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
On définit I’application linéaire F': L(E) — L(E) par F(u) = f o u.
1. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, F' est diagonalisable.
(On pourra regarder P(F) pour P € K[X])

2. Montrer que f et F' ont le méme polynéme minimal.
En déduire que f et F' ont les mémes valeurs propres.

3. On suppose f diagonalisable. Soit A une valeur propre de f.
Etablir que dim Ey(F) > dim E x dim E\(f),
puis que dim Ey(F) = dim F x dim Ey(f).



